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Аннотация 
В статье приводится обзор математических моделей грунтового основания, наиболее широко используемых в 

настоящее время при моделировании систем «грунтовое основание – здание», в том числе с применением программно-
вычислительных комплексов (таких как SCAD Office, Лира, Robot Structural Analysis, Plaxis, Ansys, Abaqus и других). 
Для каждой из рассматриваемых моделей (модель Винклера, модель Пастернака, модель линейно деформируемого 
полупространства, модель упругопластической среды или модель Кулона-Мора) представлены теоретические основы, 
математические зависимости, схематичное представление. Выполнен анализ данных математических моделей 
грунтового основания, описаны основные преимущества и недостатки. 

Ключевые слова: грунт, грунтовое основание, математическая модель, модеь Винклера, модель Пастернака, 
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Abstract 
The article provides an overview of mathematical models of the earth foundation, most widely used at present in the 

modeling of "earth foundation – building" systems, including the use of software and computing systems (such as SCAD Office, 
Lira, Robot Structural Analysis, Plaxis, Ansys, Abaqus and others). For each of the studied models (Winkler model, Pasternak 
model, linearly deformable halfspace model, elastic-plastic environment model or Mohr–Coulomb model), theoretical 
foundations, mathematical dependencies, schematic presentation are given. The analysis of the data of mathematical models of 
the earth foundation is carried out, the main advantages and disadvantages are described. 

Keywords: earth, earth foundation, mathematical model, Winkler model, Pasternak model, model of a linearly deformable 
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Введение 
В настоящее время для выполнения расчетов, учитывающих совместную работу здания с основанием, отсутствует 

общепризнанная единая методика математического моделирования свойств грунтового основания. Поэтому 
применяется несколько основных математических моделей, каждая из которых имеет свои преимущества и недостатки. 
Выбор конкретной методики моделирования представляет собой сложную многофакторную задачу. Целью данной 
статьи является обобщение наиболее распространенных для практических расчетов моделей грунтов. Для каждой из 
рассматриваемых математических моделей приведены теоретические предпосылки, обосновывающие состав 
разрешающих уравнений. Таким образом, данная статья даёт краткий и структурированный перечень математических 
моделей грунтов, который может быть применен при решении ряда актуальных научно-практических задач. 

 
Модель Винклера 
Гипотеза Винклера базируется на основе предположения о прямой пропорциональной зависимости между осадкой 

и реактивным давлением грунта 
 

Р = К ∙ S (1) 
 
где Р – реактивное давление грунта; 
К – коэффициент, который зависит от физических свойств грунтового основания;  
S – величина осадки. 
Коэффициент постели определяется экспериментально для конкретных геологических условий.  
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Поэтому для реальных грунтов в справочных таблицах приводится некоторый диапазон значений, в которых может 
находиться величина коэффициента K. Физически модель Винклера можно представить в виде множества независимых 
одинаковых упругих пружин, которые опираются на абсолютно жесткое основание (см. рисунок 1). 

 

 
Рис. 1 – Схематичное представление модели Винклера 

 
К недостаткам модели Винклера можно отнести несколько существенных моментов. Во-первых, величина 

коэффициента постели при экспериментальном ее определении в значительной степени зависит от размеров штампа, 
который используется при проведении испытаний. Во-вторых, данная модель предполагает, что деформация основания 
происходит только в области приложения нагрузки. Однако, в реальных условиях осадка грунта происходит и за 
пределами фундамента здания. В-третьих, модель Винклера предполагает, что опорные конструкции проседают 
равномерно, без изгибных деформаций, что не в полной мере соответствует реальной работе системы «сооружение – 
основание». Основное преимущество данной математической модели – простота и малая трудоемкость, поэтому её 
часто применяют в расчетах (иногда с дополнениями и усовершенствованиями) [1], [2]. 

 
Модель Пастернака 
Данная математическая модель является усовершенствованием модели Винклера путем введения двух 

коэффициентов постели: С1 – коэффициент сжатия, C2 – коэффициент сдвига [5]. 
 

𝜎𝜎 = 𝐶𝐶𝟏𝟏  ⋅  𝑆𝑆  (2) 
 
где σ – вертикальный отпор грунта. 
 

𝜏𝜏 = 𝐶𝐶2 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 (3) 

 
где τ – вертикальная сила сдвига. 
Следует отметить, что коэффициенты модели Пастернака отличаются от коэффициента постели модели Винклера. 

Физический смысл коэффициентов: С1 – это величина усилия, которое необходимо приложить к 1 квадратному метру 
поверхности основания, чтобы оно осело на 1 м; C2 – коэффициент сдвига, который характеризует жесткость основания 
на сдвиг и дает возможность выразить интенсивность вертикальной силы сдвига (или изгибающего момента) в виде 
произведения C2 на производную осадки в соответствующем направлении. Вычисление коэффициентов С1 и C2 может 
быть выполнено с помощью программы КРОСС, входящей в программный комплекс SCAD Office [3], [4]. 
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Рис. 2 – Схематичное представление модели Пастернака 

 
В модели Пастернака дифференциальное уравнение поверхности осадки имеет вид: 
 

𝐶𝐶1 ⋅ 𝑆𝑆 − 𝐶𝐶2 ⋅ �
𝜕𝜕2𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑦𝑦2

� − 𝑃𝑃 = 0 (4) 

 
Модель линейно деформируемого полупространства 
В нормативно-технической документации [6] используется модель линейно деформируемого полупространства, в 

основе которой лежит закон Гука. То есть данная модель предполагает линейную зависимость между деформациями и 
напряжениями (см. рисунок 3), а также допущение о том, что материал (грунт) является идеально упругим (т.е. 
остаточные деформации после разгрузки отсутствуют). 

 

 
Рис. 3 – Диаграмма «деформации – напряжения», используемая в модели линейно деформируемого полупространства 

 
Закон Гука имеет вид: 
 

σ = Е ∙ ε (5) 
 
где σ – напряжение; 
Е – механическая характеристика материала: модуль упругости материала (в данном случае – грунта);  
ε – относительная деформация. 
Недостатком метода можно считать то, что применение допущения об идеально упругом материале противоречит 

физическим свойствам грунта. Однако, при отсутствии разгрузки, то есть при однократном нагружении основания, 
данная математическая модель может быть применена в расчетах (см. рисунок 4). 
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Рис. 4 – Схематичное представление модели линейно деформируемого полупространства 

 
При использовании модели линейно деформируемого полупространства расчет сводится к решению системы 

уравнений, отражающих три стороны задачи: статическую, геометрическую и физическую. 
Для плоского бесконечно малого элемента грунтового основания (см. рисунок 5) система разрешающих уравнений 

для определения нормальных и касательных напряжений σх, σz, τxz, деформаций εх, εz, γxz и перемещений U, W имеет 
вид: 

 
Рис. 5 – Напряжения и деформации бесконечно малого элемента грунтового основания 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
∂𝜎𝜎𝑥𝑥
∂𝑥𝑥

+
∂𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
∂𝑧𝑧

+ 𝑋𝑋 = 0

∂𝜏𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧
∂𝑥𝑥

+
∂𝜎𝜎𝑧𝑧
∂𝑧𝑧

+ 𝑍𝑍 = 0

𝜀𝜀𝑥𝑥 =
∂𝑈𝑈
∂𝑥𝑥

𝜀𝜀𝑧𝑧 =
∂𝑊𝑊
∂𝑧𝑧

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 =
∂𝑈𝑈
∂𝑧𝑧

+
∂𝑊𝑊
∂𝑥𝑥

𝜀𝜀𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸
⋅ [(1 − 𝑣𝑣2) ⋅ 𝜎𝜎𝑥𝑥 − 𝑣𝑣 ⋅ (1 + 𝑣𝑣) ⋅ 𝜎𝜎𝑧𝑧]

𝜀𝜀𝑧𝑧 =
1
𝐸𝐸
⋅ [(1 − 𝑣𝑣2) ⋅ 𝜎𝜎𝑧𝑧 − 𝑣𝑣 ⋅ (1 + 𝑣𝑣) ⋅ 𝜎𝜎𝑥𝑥]

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 =
2 ⋅ (1 + 𝑣𝑣)

𝐸𝐸
⋅ 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥

 (6) 

 
где Х и Z – проекции объемных сил на оси х и z, соответственно; 
v – коэффициент Пуассона (величина отношения относительного поперечного сжатия к относительному 

продольному растяжению), зависящий от материала. 
 
Модель упругопластической среды (модель Кулона-Мора) 
Эта математическая модель основана на сочетании модели линейно деформируемого полупространства и модели 

среды теории предельного равновесия. То есть в грунтовом основании предполагается область среды линейно 
деформируемого полупространства и область среды теории предельного равновесия (см. рисунок 6). В этом случае 
после этапа линейных деформаций грунт переходит в предельное состояние (см. рисунок 7). 
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Рис. 6 – Схематичное представление модели упругопластической среды 

 

 
Рис. 7 – Диаграмма «деформации – напряжения», используемая в модели упругопластической среды 

 
Система разрешающих уравнений для данной модели состоит из совокупности следующих условий: 
– уравнений равновесия для всего грунтового основания 
 

�
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– уравнений совместимости для упругой области грунтового основания 
 

∇2 ⋅ (𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝑧𝑧) = −
1

1 − 𝑣𝑣
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� (8) 

 

где  ∇2=  𝜕𝜕
2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
– оператор Лапласа. 

– уравнений для области предельного равновесия 
 

𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2 = (𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎2 + 2𝜎𝜎𝑐𝑐) ∙ sinφ (9) 
 
В качестве основного условия предельного равновесия применяется условие Ш. Кулона, по которому на площадках 

возможного начала скольжения касательные напряжения  связаны с нормальными напряжениями зависимостью: 
 

τ = σ ∙ tg φ + с (10) 
 
где φ – угол внутреннего трения грунта; 
с – сцепление грунта. 
Уравнение Кулона представляет собой частный случай теории прочности Мора [7], по которой сопротивление 

сдвигу по какой-либо площадке является функцией от нормального напряжения. Поэтому данную математическую 
модель часто называют моделью Кулона-Мора. 

Математическая модель упругопластической среды применяется для приближенной оценки напряженно-
деформированного состояния грунта. 

 
Заключение 
Таким образом, при математическом моделировании систем «грунтовое основание – здание» в настоящее время 

наиболее широко используются следующие модели грунтов: модель Винклера, модель Пастернака, модель линейно 
деформируемого полупространства, модель упругопластической среды или модель Кулона-Мора. В статье приведены 
теоретические основы, математические зависимости и схематичное представление этих моделей. А также 
проанализированы и описаны основные преимущества и недостатки, что позволяет обосновывать применение 
конкретной математической модели при проведении расчетов. 

Следует отметить, что в настоящее время расчет совместной работы системы «сооружение – грунтовое основание» 
выполняется, как правило, с применением программно-вычислительных комплексов, таких как SCAD Office, Лира, 



Современное строительство и архитектура ▪ № 4 (28) ▪ Сентябрь 

 

9 
 

Robot Structural Analysis, Plaxis, Ansys, Abaqus и других [3], [8], [9], [10]. В них представлены различные методики 
моделирования грунтового основания, в том числе и усовершенствованные модели, обеспечивающие наиболее точное 
отражение реальных свойств грунтового основания сооружения. 
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